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ABOUT THE IMPLEMENTATION OF ALGORITHMS FOR COMPUTING 

THE SQUARE HYPERROOT OF THE 4TH ORDER 
 

В данной работе авторы рассматривают вопрос реализации алгоритмов решения уравнения x^x=a, 

которое соответствует нахождению квадратного гиперкорня 4-го порядка взаимосвязанного с W-функцией 

Ламберта широко применяемой для решения практических задач. Предлагается рассматривать как инвариант 

относительно иерархии операций понятий среднего арифметического и среднего геометрического для разработки 

новых алгоритмов нахождения квадратного гиперкорня 4-го порядка. Авторами разработаны новые алгоритмы 

нахождения квадратного гиперкорня 4-го порядка в области вещественных чисел и проведен анализ их 

эффективности. 
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In this paper, the authors consider the issue of implementing algorithms for solving the equation x^x=a, which 

corresponds to finding a square hyperroot of the 4th order, interconnected with the Lambert W-function, which is widely 

used to solve practical problems. It is proposed to consider as an invariant with respect to the hierarchy of operations the 

concepts of arithmetic mean and geometric mean for the development of new algorithms for finding a square hyperroot of 

the 4th order. The authors have developed new algorithms for finding the 4th order square hyperroot in the domain of real 

numbers and analyzed their effectiveness. 
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Квадратный гиперкорень 4-го порядка (сверхкорень, суперкорень) является решением 

уравнения xx a= , где a -число, а x -искомое значение. Он непосредственно связан с 

W-функцией Ламберта, изучавшейся еще в 1779 году Леонардом Эйлером. Функция не имела 

самостоятельного названия до 1980-х годов и впервые была введена в систему компьютерной 

алгебры Maple, где для нее использовалось имя LambertW. Имя Иоганна Генриха Ламберта 

было выбрано для названия функции, так как Эйлер ссылался в своей работе на труды 

Ламберта. Обозначение функции как «W» впервые было предложено в 1925 г. Pólya and Szegö. В 

настоящее время W-функцию Ламберта применяют в комбинаторике при подсчете числа 

деревьев, а также при решении некоторых трансцендентных алгебраических уравнений и 

уравнения как xx a=  [1]. Также эта функция может использоваться в общей теории 

относительности и в квантовой механике (квантовой гравитации) в нижних измерениях [2] и для 

решения частной задачи внутренних энергий квантовой механики [3], [4], решении задач 

теплопроводности [5] и нахождения точных решений параболических уравнений [6]. 

Квадратный гиперкорень 4-го порядка, как и гипероперации 4-го и 0-го ранга могут 

использоваться в различных практических приложениях [7], [8], [9], [10]. Рассмотрим способы 

вычисления W-функции Ламберта. 

Решение xx a=  уравнения сводится к нахождению обратной гипероперации типа 

сверхкорня, то есть квадратного гиперкорня 4-го порядка. В системах компьютерной 

математики, например Wolfram Mathematica, имеется встроенная функция “ProductLog” 

вычисляющая W-функцию Ламберта, которая взаимосвязана с квадратным гиперкорнем 4-го 

порядка [7]: 



( ) ( )( ) ( ) ( )( )ln ProducrtLog ln ln lnxx a x a a x a W a=  = = = ,   (1) 

где ( )ln a -натуральный логарифм. 

W-функция Ламберта многозначная и не может быть выражена в терминах элементарных 

функций. Ее вычисляют путем разложения в ряд Тейлора, который сходится при 1x e , где 

e -основание натурального логарифма: 
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Имеется расширение W-функция Ламберта и в область комплексных чисел. Из 

формулы (1) легко записать W-функций Ламберта через квадратный гиперкорень 4-го порядка:  

( ) ( ) ( )ssqrtx b bx a e x b W b W b b x b e= =  =  =  ,   (3) 

где “ssqrt”-квадратный гиперкорень 4-го порядка, то есть ( )( ) ( )ssqrt
ssqrt

x
x x= . 

Формулу (3) запишем для ( )W x : 

( ) ( )ssqrt xW x x e=       (4) 

Квадратный гиперкорень 4-го порядка может быть интерпретирован как расширение 

понятия среднего значения с применением гиперопераций [7].  

Среднее или медианное значение берет свое начало с учения древнегреческого 

математика Пифагора. В его учении медианное значение было средним числом в трехчленной 

последовательности чисел, которые находятся в равном отношении с соседними членами, что 

означает одинаковое расстояние. В дальнейшем понятие среднего значения было расширено до 

числовой характеристики множества чисел и функций заключенного между наименьшим и 

наибольшим их значениями. Общее описание средней величины дал в 1930 году 

А.Н. Колмогоров [11] для действительных чисел 1, , nx x : 
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где ( )x –непрерывная строго монотонная функция, а ( )1 x− –функция обратная ( )x . 

Формула (5) фактические описывает гомоморфизм среднего арифметического 

последовательности действительных чисел 1, , nx x  с функцией отображения ( )x . 

Используя различные ( )x  можно получить: ( )x x =  – среднее арифметическое; 

( ) logx x =  – среднее геометрическое; ( ) 1x x −=  – среднее гармоническое; ( ) 2x x =  – 

среднее квадратическое и ( ) ax x = ,  0a   – среднее степенное. 

Среднее арифметическое можно использовать для вычисления квадратного корня a  

любого положительного числа a  при заданном начальном приближении 0x  [12]: 
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Формула (6) может быть получена из среднего геометрического [12]: n
n

a
a x

x
=  , где в 

качестве приближенного значения для этого среднего геометрического взято среднее 

арифметическое чисел nx  и na x : 
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Если в формуле (7) произвести равнозначную замену операций на вышестоящего ранга, 

то есть сложение заменить на умножение, na x  на логарифм, а деление на 2 квадратным корнем 

[13], [14], то получим формулу для вычисления квадратного гиперкорня 4-го порядка [15]: 

1 1 log
2 n

n n
n n n x

x a x
x x x a+ +

+
= → =  .    (8) 

Степень xx  не зависит от последовательности вычисления (сверху вниз или снизу вверх), 

то имеет место «локальная» коммутативность степени. В связи с этим в формуле (8) можно 

логарифм заменить корнем и получить новую формулу для вычисления квадратного гиперкорня 

4-го порядка: 

1
nx

n nx x a+ =  .      (9) 

Формулы (8) и (9) используют среднее геометрическое. Обе формулы можно записать, 

используя среднее арифметическое и дополнительно получить новые формулы вычисления 

квадратного гиперкорня 4-го порядка: 
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Квадратный гиперкорень 4-го порядка не может иметь аргумент меньше, чем 

0,6922
e
e

−
 . В области значений аргумента 1

e
e a

−
   он имеет два вещественных значения. 

Для получения второго значения целесообразно использовать формулу при 0 4x a=  [15]: 
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Например, для 0,7a =  формула (12) позволяет получить второе значение квадратного 

гиперкорня 4-го порядка с погрешностью 10
1 10n nx x −
+ −  равное 0,2809012247 за 80n =  

циклов.  

Следует отметить, что для диапазона аргументов квадратного гиперкорня 4-го порядка 
e ee a e
−

   существует еще одна формула, основанная на бесконечной тетрации [15]: 

( ) 11 1 nn xx
nx a a
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Формула (13) является следствием взаимосвязи квадратного сверхкорня 4-го порядка с 

W-функцией Ламберта по формуле (1), для которой имеется тождество [16]: 
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В таблице 1 приведены результаты количества циклов приближения для формул (8-11) 

и (13). 



 

Таблица 1 – Количество циклов приближения n  в зависимости от значения аргумента и 

используемого метода вычисления квадратного гиперкорня 4-го порядка, при 0x a=  и 

10
1 10n nx x −
+ −  . 

 

Как видно из таблицы 1 для больших чисел эффективен метод по формуле (8). Метод по 

формулам (9) и (11) имеют сходимость на всей области определения квадратного гиперкорня 

4-го порядка ;
e
e

− +
  

. Формула (10) имеет аналогичную с (8) сходимость, но уступает при 

вычислении больших чисел. Формулу (13) можно рекомендовать для вычислений при 

4
e
e a

−
  , так как при 4 ; ea e 

 
сходимость уменьшается. 

На основании вышеизложенного можно рекомендовать следующий алгоритм вычисления 

квадратного гиперкорня 4-го порядка: 
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Учитывая два значения квадратного гиперкорня 4-го порядка для аргумента 1
e
e a

−
   

дополним формулу (14) формулой (12) и запишем заключительный результат: 
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В формуле (15) принимаем начальные приближения 0x a= , 0 4y a= . 
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0,7 – 157 – 157 76 

1,5 – 21 – 21 19 

1,6 1872 20 1788 20 21 

1,7 147 19 145 19 23 

1,8 82 19 82 19 25 

1,9 60 18 59 18 26 

2 48 18 48 18 28 

3 21 14 21 14 43 

4 1 1 1 1 1 

10 8 9 9 9 274 

15 6 6 6 6 12048 

1000 16 20 18 20 – 

610  21 31 26 39 – 

910  23 54 33 61 – 



Таким образом, с помощью формул (15) и (4) можно вычислить W-функцию Ламберта 

при решении практических задач. 

В заключение следует отметить, что в последние годы область применения W-функции 

Ламберта постоянно расширяется [16]. Например, Banwell и Jayakumar в 2000 г. показали, что 

W-функция Ламберта описывает соотношение между напряжением, током и сопротивлением в 

полупроводниковом диоде, а Packel и Yuen в 2004 г. применили ее к математическому 

описанию баллистического снаряда при наличии сопротивления воздуха. Также были 

обнаружены приложения W-функция Ламберта в статистической механике, квантовой химии, 

комбинаторике, кинетике ферментов, физиологии зрения, разработке тонких пленок, 

гидрологии и анализе алгоритмов [16]. 
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